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1. Para todo z € C, z # —i, definamos f(z) = log(i+z) (logaritmo principal).

a) Justifiquese que f es discontinua en los puntos de la forma p — i, con p < 0, y holo-
morfaen Q=C\ {p—i:p <0}

b) Obténgase la serie de Taylor de f centrada en zp = —1+1i. Sea @ la funcion suma
de dicha serie definida, naturalmente, en su disco de convergencia. Indiquese para qué
valores de z€ Q se verifica que f(z) = ¢(z).

Solucién. a) Sea p <0,y z, =p —i(1+1/n). Entonces {z,} - p—1i,y

—1
f(zn) =logli+z,| +iarg(p —i/n) =log|i+ z,| —in+iarctg% — log|p|—in

mientras que f(p—i) =log(p) = log|p| + im.
Puesto que el logaritmo principal es holomorfo en el abierto C\ R{, y la funcién
7+ i+z es holomorfa y aplica Q en C\ R, se sigue, en virtud de la regla de la cadena,
que la funcién z — log(i +z) = f(z) es holomorfa en Q y ademas f'(z) = H—lz para
todo z€ Q.

b) Dado z, €€, y supuesto que |z —z,| < |i+ 2o

, tenemos que:

1 1 _ 1 :i(—l)" (z—20)"
i+z7 it+z0+(2—20) z—zo> = (i+z0)" !

i+z 1+ —
( o>( =

: (=) (z—2)" .
Deducimos que f(z,)+ Z es la serie de Taylor de f centradaen z,,y

n>1 n (i—l—z(,)"
converge en el disco D(z,, |i+2,|). Sea z, = —1+1i, entonces |i +z,| = | — 1 +2i| = /5,
por lo que para todo z€ D(—1+1i,v/5) es
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Puesto que para todo z€W = QND(—1+1i,v/5) se tiene f'(z) = @(z) y la componente
conexa de W que contiene a —1+i es Q; = WN{z€C:Imz > —1}, deducimos que
f(z) = 0(z) paratodo z€Q; (porque la funcién z+— f(z) — @(z) es derivable con derivada
nula en el dominio Q] y se anula en el punto —1 +i€ Q).



2. Construir un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC: |zl <1, Re(z) +Im(z) > 1}

sobre el dominio {z€C: |z| < 1,Im(z) > 0}. Notemos R la recta que pasa por los
—1i

—1
es tal que @(c0) = —1, ®(0) = —i. Como los puntos 0 e o son simétricos respecto de

puntos 1 e i (o€ R). La transformacién de Mobius dada para z € C por ¢(z) = — <
Z

la circunferencia C*(0, 1), deducimos que dicha circunferencia se transforma por ¢ en
la recta mediatriz del segmento de extremos —1, —i, es decir, en la bisectriz del primer
cuadrante. Ademds, como @(0) = —i, deducimos que @(D(0,1)) = {z€ C: Re(z) >
Im(z)}. Larecta R se transforma por @ en una recta que pasa por @(i) =0 y por @(e) =
—1, es decir, en la recta RU {eo}. Como @(0) = —i, el semiplano W = {z€C : Re(z) +
Im(z) > 1} se transforma en el semiplano superior 8 = {z€ C : Im(z) > 0}. Deducimos
que:

0(Q) =9(D(0,1)NW) ={zeC:Re(z) >Im(z)} NS = {zeC*: 0 < arg(z) < m/4}

La aplicacién z > z2 es una biyeccién holomorfa de la regién angular ¢(Q) sobre el cua-
drante H = {z € C* : 0 < arg(z) < m/2}. Finalmente, la aplicacién dada por

—1
y(z) = Z+ I es una transformaciéon de Mdobius que lleva el semiplano de la derecha
al disco unidad y deja invariante el semiplano superior, luego transforma J{ en el domi-
nio {z€C: |z| < 1,Im(z) > 0}. Concluimos que la aplicacién

n (2—i)?
= w((06)) = =5
verifica las condiciones deseadas.

3. Dado a€C, |a| # 1, calcilese la integral
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Solucién. Las raices de la ecuacién (a®+1)z—a(z?>+1) =0 son a y (supuesto a # 0)
1/a. Deducimos que

(@ +1)z—a(z*+1) = —a(z—a)(z—1/a)

Descomponiendo en fracciones simples obtenemos:
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Asi
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Si |a| < 1, entonces la férmula de Cauchy para una circunferencia nos da

/ 082 r = 2micos(a)
c(0,1)

Z—a

y, por otro lado,
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pues, si 1 < p < 1/|al, la funcién z — es holomorfa en el disco D(0,p) y puede

z—1/a
aplicarse el teorema de Cauchy para dominios convexos. Por tanto, si |a| < 1, tenemos
que
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Razonando de forma andloga si |a| > 1, obtenemos que en este caso
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4. Sea f una funcién entera no constante y supongamos que hay un nimero complejo
o # 1 tal que f(z) = f(az) para todo z€C.

a) Pruébese que, f(z) = f(az) para todo n€Z y todo z€ C, y dedizcase que, necesaria-
mente, |ot| = 1.

b) Justifiquese que el conjunto {a : n €Z} es finito y, por tanto, existe m € N tal que
o =1.

c) Sea m el menor nimero natural tal que o = 1. Justifiquese que hay una funcién
entera g tal que f(z) = g(z) para todo z€ C.

Solucion. a)Necesariamente o 7 0 (f no es constante) y la hip6tesis implica que f(z/o) =
f(z). Es inmediato que f(z) = f(az) para todo n € N (la induccion es casi trivial), lo
que junto con que f(z/o) = f(z), permite concluir que dicha igualdad es cierta para
todo n€Z. Si || < 1 la sucesién {a”’z} converge a 0 cualquiera sea z € C, por lo que
f(z) = f(oz) = f(0), es decir, f(z) = f(0), y f serfa constante en contra de la hip6-
tesis. El mismo razonamiento aplicado a 1/o implica que tampoco puede ser |ot| > 1.
Concluimos que |ot| = 1.

b) La funcién g(z) = f(z) — f(a) es entera, no constante, y se anula en todos los puntos
del conjunto {0 : n € Z}. Deducimos que dicho conjunto no tiene puntos de acumu-
lacién, y como, en virtud del apartado anterior, sabemos que estd acotado, concluimos



(por el teorema de Bolzano-Weierstrass) que es finito. Luego tiene que haber, nimeros
enteros p # g tales que o’ = . Si m = |p—gq| entoncesmeNy o = 1.

¢) La existencia del minimo nimero m € N tal que o = 1 es consecuencia directa del
apartado anterior. Se deduce facilmente que a” =1 si, y sélo si, n es mdltiplo de m.
Puesto que f"(z) = a" f*(0z), haciendo z = 0 se tiene que f(0) = o £*(0) lo que
implica que f ("(O) =0si a” # 1, es decir si n no es miltiplo de m. Finalmente, en
virtud del teorema de Taylor, sabemos que para todo z € C es:
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5.Sea f una funcién entera no constante. Dado un nimero p > 0, definamos:

Ey={zeC:[f(d)| <p}, Fp={zcC:|f(d)|<p}

a) Pruébese que la adherencia de E, es igual a Fy,.

b) Justifiquese que en cada componente conexa acotada de Ej, hay por lo menos un cero
de f.

Solucién. a) Evidentemente, E, & F,. La continuidad de f implica que F}, es cerrado,
por lo que E, € F,. Para probar la inclusién contraria, bastard probar que si |f(z)| = p
entonces z € E,. Ahora bien, si |f(z)| = p > 0, se sigue de las hipétesis hechas y por el
principio del médulo minimo, que el médulo de f no puede tener un minimo relativo en
z, es decir, cualquiera sea el disco D(z,€) tiene que haber puntos w € D(z,€) tales que
|f(w)| < p, esto es, D(z,&) NE, # @, lo que prueba que z € E,.

b) Sea Q una componente conexa acotada de E,. Es claro que para todo z € Fr(Q) se
tiene que | f(z)| = p. Por el principio del médulo maximo

mix{|f(z)| : 2€ Q} = mdx{|f(2)| : 2€ Fr(Q)} = p

La funcién z — |f(z)| tiene que alcanzar un minimo absoluto en Q, y dicho minimo no
puede alcanzarse en la frontera pues en tal caso se tendria que min{|f(z)| : z€Q} =py
la funcién z — | f(z)| seria constante en Q lo que implicaria que f es constante en Q vy,
por el principio de identidad, seria constante en C, contra la hipétesis hecha. Concluimos
que dicho minimo se alcanza en un punto z, € Q y, por el principio del médulo minimo,
concluimos que f(z,) = 0.



